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1 Cooperの 2体問題再考

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint, Ĥ0 =
∑
k,σ

ξkn̂kσ, Ĥint =
1

Ω

∑
k,k′

Vk′kb̂
†
k′ b̂k, b̂†k ≡ â†k↑â

†
−k↓ (1)

ここで Ĥint において元の 2体相互作用から、Pair-hoppingの項のみを残した。これまでは相互作用 Vk′k の k′ と kに対す

る依存性として k′ と kの相対角度に依らないものを考えていたが、以下では系（ハミルトニアン）の回転対称性を仮定し、

相互作用は k,k′ の同時回転で不変であるとし、

Vk′k = V (ξk′ , ξk, k̂ · k̂′) (2)

としたものを考える。ここで k̂,k̂′ はそれぞれ k,k′ 方向の単位ベクトルを表す。上記の Vk′k は一般に

Vk′k =

∞∑
ℓ=0

2ℓ+ 1

4π
Vℓ(ξk′ , ξk)Pℓ(k̂ · k̂′) =

∞∑
ℓ=0

Vℓ(ξk′ , ξk)

∞∑
m=−∞

Y m
ℓ (θ, ϕ)∗Y m

ℓ (θ′, ϕ′) (3)

と書ける。上記で Pℓ は Legendre多項式、Y m
ℓ (θ, ϕ)は球面調和関数を表す。ξk′ , ξk に対する依存性として

Vℓ(ξk′ , ξk) =

{
−|Vℓ|, 0 < ξk, ξk′ < ϵc
0, otherwise

(4)

として、Cooper pair (single pair)状態の状態ベクトル

|ψ⟩ =
∑

|k|>kF

gkb̂
†
k|F⟩

を Schrödinger方程式
(E − Ĥ0)|ψ⟩ = Ĥint|ψ⟩ (5)

に代入すると係数 gk に対する固有値方程式

(E′ − 2ξk)|gk =
1

Ω

∑
|k′|>kF

Vk′kgk′ , E′ = E − 2
∑

|k|<kF

ξk︸ ︷︷ ︸
E0

(6)

を得る。ここで

gk =

ℓ∑
m=−ℓ

aℓ,m(k)Y m
ℓ (k̂) (7)
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とおき、(6)における和を積分に置き換える

1

Ω

∑
|k′|>kF

→ N(0)

∫
dξk′

∫
dSk′

4π
(8)

ここで dSk′ は立体各要素 d cos θ′dϕ′ を表す。その積分を実行し∫
dSk′

4π
Y m′

ℓ′ (k̂′)∗Y m
ℓ (k̂′) = δℓ′ℓδm′m (9)

(4)を用いると

(E′ − 2ξk)aℓm(k) = −N0|Vℓ|
∫ ϵc

0

dξk′aℓ,m(k′) (10)

となる。両辺を (E′ − 2ξk)で割り、積分
∫ ϵc
0

dξk を実行すると、aℓm(k)を消去することができ、E′ に対する式

1 = −N(0)|Vℓ|
∫ ϵc

0

dξk
E′ − 2ξk

(11)

これは s-waveのときと同じやり方で

E′ = −2ϵc exp

(
− 2

N(0)|Vℓ|

)
(12)

となることがわかる。Vℓ < 0 となる ℓ に対しては Cooper 対が存在する。そのうち最も強い引力を持つ ℓ の Cooper 対が

もっとも安定（束縛状態が大きい）である。また与えられた ℓの下で Cooper対の波動関数は 2ℓ+ 1重に縮退している。

2 スピン 3重項ユニタリー状態の BCS理論

一重項なら粒子数確定の BCS状態は (∑
k

gkâ
†
k↑â

†
−k↓

)N
2

|0⟩, gk = g−k (13)

と書かれるが、スピン３重項であっても |Sz = 0⟩の Cooper pairであれば(∑
k

gkâ
†
k↑â

†
−k↓

)N
2

|0⟩, gk = −g−k (14)

と書けるし、より一般のユニタリー状態であれば(∑
k

gkâ
′†
k↑â

′†
−k↓

)N
2

|0⟩, gk = −g−k, â′†ks ≡ R̂Sâ
′†
ksR̂

−1
S (15)

と表される。ここで R̂S はスピン z 軸を dベクトルの方向に移すスピン回転演算子 R̂S = exp(−iθŜtot · n/ℏ)である。â′†kσ
は â†k↑, â

†
k↓ を用いて

â′†kσ =
∑
σ′

(RS)σ′σâ
†
kσ′ (16)

と表される (ハットˆがない RS は２×２行列を表す )。これを用いて B̂k ≡ â′†k↑â
′†
−k↓ は

B̂k =
∑
α,β

(RS)α,1(RS)β,2b̂
†
kαβ , b̂†kαβ = â†kαâ

†
−kβ , (17)

と表される。スピン一重項の時と同様に

|ΦN ⟩ = uk|Φ′
N ⟩+ vkB̂

†
k|Φ

′
N−2⟩, |uk|2 + |vk|2 = 1 (18)

と表す。
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2.1 凝縮体波動関数

凝縮体波動関数のフーリエ成分
Fkαβ ≡ ⟨ΦN−2|b̂kαβ |ΦN ⟩ (19)

は
Fkαβ =

∑
σ,σ′

(R−1
S )βσ′(R−1

S )ασ⟨ΦN−2|â′−kσ′ â′kσ|ΦN ⟩
::::::::::::::::::

(20)

となる。波線部は σ′ = −σ のときのみゼロでなく

⟨ΦN−2|â′−k,−σâ
′
kσ|ΦN ⟩ =

{
⟨ΦN−2|B̂†

k|ΦN ⟩ = u∗kvk σ =↑,
−⟨ΦN−2|B̂†

−k|ΦN ⟩ = −u∗−kv−k = u∗kvk σ =↓
(21)

となる。これらより
Fkαβ =

(
(R−1

S )β,2(R
−1
S )α,1 + (R−1

S )β,1(R
−1
S )α,2

)
u∗kvk (22)

となる。この表式は一重項の時に比べれば簡潔さに劣り、扱いにくく見える。しかし以下に示すように基底状態でのエネル

ギー期待値を Fkαβ の関数（あるいは汎関数）として微分または変分をとり、結果をまとめていけば一重項のときと同様に

エネルギーギャップに対する自己無撞着方程式（ギャップ方程式）を得ることができる。

2.2 ギャップ方程式

準備として (22)から ∑
αβ

|Fkαβ |2 = 2|uk|2|vk|2 = 2(1− |vk|2)|vk|2 (23)

を導いておく。これを |vk|2 についての 2次方程式とみなして解くと

2|vk|2 = 1∓
√
1− 2

∑
αβ

|Fkαβ |2 (24)

を得る。運動エネルギーの期待値は、一重項の時と同様に ⟨Ĥ0⟩ = 2
∑

k ξk|vk|2 とかけるが、これを Fkαβ 用いて

⟨Ĥ0⟩ =
∑
k

ξk

1∓
√
1− 2

∑
αβ

|Fkαβ |2

 = (
∑
k

ξk)−
∑
k

|ξk|
√
1− 2

∑
αβ

|Fkαβ |2 (25)

と表す。複号はエネルギーが低くなるようにとる。ξ > 0のとき負符号をとり、ξ < 0のとき正符号をとった。相互作用エネ

ルギーの期待値は

⟨Ĥint⟩ ∼
1

2Ω

∑
l ̸=m

∑
αβ

Vmℓ⟨ΦN |b̂†mαβ b̂ℓαβ |ΦN ⟩ = 1

2Ω

∑
l ̸=m

∑
αβ

VmℓF
∗
mαβFℓαβ (26)

と書ける。停留条件
∂

∂F ∗
kαβ

(
⟨Ĥ0⟩+ ⟨Ĥint⟩

)
=

|ξk|Fkαβ√
1− 2

∑
αβ |Fkαβ |2

+
1

2Ω

∑
l

VklFlαβ = 0 (27)

を変形していくとギャップ方程式が得られる。その手順は

1. まず ϵk = |ξk|√
1−2

∑
αβ |Fkαβ |2

とおき
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2. ∆kαβ = ϵkFkαβ とおくと

∆kαβ = − 1

2Ω

∑
l

VklFlαβ = − 1

2Ω

∑
l

Vkl∆lαβ

ϵl
(28)

が得られる。

3. |∆k|2 = 2
∑

αβ |∆kαβ |2 = 2ϵ2k
∑

αβ |Fkαβ |2 を導入すると

|∆k|2

ϵ2k
= 2

∑
αβ

|Fkαβ |2 =

(
1− |ξk|2

ϵ2k

)
(29)

となる。これより

ϵk =
√
ξ2k + |∆k|2 (30)

が得られる。これらをまとめて

∆kαβ = − 1

2Ω

∑
l

Vkl∆lαβ√
ξ2l + |∆l|2

(31)

となる（スピン 3重項ユニタリー状態に対するギャップ方程式）。

∆kαβ と Fkαβ のスピン構造の関係は

∆kαβ = (d(k) · σiσy)αβ , Fkαβ = (ϕ(k) · σiσy)αβ , (32)

とおくと、
d(k) = ϵkϕ(k) (33)

となるので、スピン構造は等しい。(33)を (31)に代入すると d-vectorに対するギャップ方程式

dµ(k) = − 1

2Ω

∑
l

Vkldµ(l)√
ξ2l + |∆l|2

, µ = x, y, z (34)

分母にも d-vectorがあるので、この 3本の方程式は非線形連立方程式である。d-vectorの各成分 (x, y, z)は k の関数と

して k の大きさについてはフェルミ面近傍 |ξk| < ϵc のときのみゼロでない値をとり、それ以外のエネルギーではゼロにな

るとする。

k の方向については例えば ℓ = 1の場合を考えるとエネルギー球面調和関数 Y m
1 (k̂), m = −1, 0, 1で展開できる. その場

合、状態を指定するのに、9つのパラメターがあり、9個の未知変数に対する非線形な連立方程式になる。解は複数存在し、

そのうち凝縮エネルギーが最も大きい解が基底状態を与える。　　　

4


