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記号の詳細は講義ノートを参照のこと。

問題 I-01 自由電子系の電磁応答 自由電子系の基底状態における電磁応答

⟨ĵ(q)⟩ = −
(
ne2

m
+QT(q)

)
AT(q), AT(q) = A(q)− q (q ·A(q))

q2
(1)

QT(q) = Q
(1)
T (q) +Q

(1)
T (−q) (2)

Q
(1)
T (q) =

∑
ℓ

|⟨ℓ|ηq · ĵp(−q)|g⟩|2

E0 − Eℓ
, ηq · ĵp(−q) =

ℏe
m
√
Ω

∑
k′,σ′

k · ηqâ
†
k+q,σ′ âk,σ′ (3)

において

1.

QT(q → 0) = −ne2

m
(4)

となることを示せ。

2. q について次の次数の項まで計算し、q が小さい極限で

QT(q → 0) = −ne2

m
+

2µ2
BN(0)q2

3
+O

((
q

kF

)3
)
, µB =

ℏ|e|
2m

, N(0) =
mkF
2π2ℏ2

(5)

となることを示せ。自由電子系のランダウ反磁性の磁化率を量子統計力学の教科書、講義ノート、あるいは自分で計

算した結果を上記結果と比較し、両者の関連を論じよ。

上記問題を次ページ以降の手順に従って示してもよい（従わなくてももちろん構わない）。

1



参考：導出のアウトライン

1. 自由電子の基底状態は Fermi sea である。

|g⟩ = |F⟩ =
∏

|k|<kF

∏
σ=↑,↓

â†k,σ|0⟩ (6)

2. 行列要素 ⟨ℓ|ηq · ĵp(−q)|g⟩がゼロでないのは

|ℓ⟩ = â†k+q,σâk,σ|F⟩, |k + q| > kF, |k| < kF, σ =↑, ↓ (7)

のタイプの励起状態だけである。

3. (7)のタイプの励起状態で σ =↑でも σ =↓でも行列要素は

⟨ℓ|ηq · ĵp(−q)|g⟩ = ⟨F|â†kσâk+qσηq · jp(−q)|F⟩ = ℏe
m
√
Ω

(k · ηq) (8)

となる。(7)のタイプの励起状態の励起エネルギーは σ =↑でも σ =↓でも

Eℓ − E0 = ξk+q − ξk =
ℏ2

m

(
k · q +

q2

2

)
(9)

で与えられる。

4. q の向きを z の正の向き、ηq の向きを xの正の向きとしても一般性は失われない。

以上の 1-4を用いると

Q
(1)
T (q) = − e2

mqΩ

∑
k

2k2xθ(|k + q| − kF)θ(|k| − kF)

kz + q/2
(10)

となる。ここで θはヘビサイドのステップ関数である。

5. q の向きを z の正の向き、ηq の向きを y の正の向きとしても一般性は失われないから、(10)は

Q
(1)
T (q) = − e2

mqΩ

∑
k

2k2yθ(|k + q| − kF)θ(|k| − kF)

kz + q/2
(11)

とも書けるし

Q
(1)
T (q) = − e2

mqΩ

∑
k

k2⊥θ(|k + q| − kF)θ(|k| − kF)

kz + q/2
, k⊥ =

√
k2x + k2y (12)

とも書ける。

6. 熱力学極限で
1

Ω

∑
k

f(kz, k⊥) =

∫
dk

(2π)3
f(kz, k⊥) =

1

4π2

∫
dkz

∫
dk⊥k⊥f(kz, k⊥) (13)

7. 最終的には長波長極限をとるので (0 <)q < kF とすると |k + q| > kF, |k| < kF,を満たす領域は図の斜線領域で表

され、kz, k⊥ を用いて表すと

−q

2
< kz < kF − q, において

√
k2F − (q + kz)2 < k⊥ <

√
k2F − k2z (14)

kF − q < kz < kF, において 0 < k⊥ <
√
k2F − k2z (15)

となる。以上の 5-7を用いると
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Q
(1)
T (q) = −e2k4F(I1(q/kF) + I2(q/kF))

4π2mq
(16)

I1

(
q

kF

)
=

1

k4F

∫ kF−q

−q/2

dkz
kz + q/2

∫ √
k2
F−k2

z

√
k2
F−(q+kz)2

dk⊥k
3
⊥ (17)

I2

(
q

kF

)
=

1

k4F

∫ kF

kF−q

dkz
kz + q/2

∫ √
k2
F−k2

z

0

dk⊥k
3
⊥ (18)

(19)

となる.あとは I1, I2 を q/kF について展開し、n = k3F/(3π
2)を用いると求めるべき結果に到達する。

解答

q̄ = q/kF として

I1(q̄) =
2q̄

3
− q̄3

2
+

q̄4

6
, I2(q̄) =

1

4

[(
1− q̄2

4

)2

ln

∣∣∣∣1 + q̄/2

1− q̄/2

∣∣∣∣− q̄ +
7q̄3

4
− q̄4

]
=

q̄3

3
− q̄4

4
+

q̄5

120
+O(q̄7) (20)

より、

I1(q̄) + I2(q̄) =
2q̄

3
− q̄3

6
+O(q̄4) (21)

QT = 2Q
(1)
T (q̄) = − e2k3F

2π2mq̄

(
2q̄

3
− q̄3

6
+O(q̄4)

)
= − k3F

3π2︸︷︷︸
n

e2

m
+
e2kFq

2

12π2m
+O(q̄3) = −ne2

m
+
2

3

(
ℏe
2m

)2

︸ ︷︷ ︸
µ2
B

(
mkF
2π2ℏ2

)
︸ ︷︷ ︸

N(0)

q2+O(q̄3)

(22)

となる。問題で与えられた式 (5)になる。

メモ:

1

4

(
1− q̄2

4

)2

ln

∣∣∣∣1 + q̄/2

1− q̄/2

∣∣∣∣ = 1

4

(
q̄ − 5q̄3

12
+

q̄5

30

)
+O(q̄7) (23)
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