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レポート課題１解答例

ベクトル積の性質

A×B = (AyBz −AzBy) ex + (AzBx −AxBz) ey + (AxBy −AyBx) ez (1)

を踏まえて以下の関係式、性質を導く。
問題

A×B = −B ×A (2)

解答
(1)で、Aと Bを入れ替えると負符号が出る。
問題

A×A = 0 (3)

解答
(2)よりA×A = −A×Aであるから、移項の結果

2A×A = 0

すなわち (3)を得る。
問題

A · (B ×C) = (A×B) ·C (4)

解答
(1)を用いて

(4)の左辺

= Ax(B ×C)x +Ay(B ×C)y +Az(B ×C)z

= Ax(ByCz −BzCy) +Ay(BzCx −BxCz) +Az(BxCy −ByCx)

=
∑

λ=x,y,z

∑
µ=x,y,z

∑
ν=x,y,z

ϵλµνAϵBµCν (5)

とまとめることができる。ここで記号

ϵλµν =


1 (λ̂, µ̂, ν̂)が右手系をなす
−1 (λ̂, µ̂, ν̂)が左手系をなす
0 それ以外

(6)

を用いた。以下和の部分を単に
∑
λ,µ,ν

を略記する。ここで

ϵλµν = ϵµνλ = ϵνλµ

であることを用いると

(4)の右辺 = Cx(A×B)x + Cy(A×B)y + Cz(A×B)z

=
∑
λ,µ,ν

ϵλµνCϵAµBν =
∑
λ,µ,ν

ϵµνλAµBνCλ (7)



最右辺の式は (5)のそれと比べて、ダミー変数の名前が異なるだけで等しい表式である。
問題
(A×B) ̸= 0の時 (この条件を追加しました)

A ⊥ (A×B), B ⊥ (A×B) (8)

解答
第一式だけ示す。(4)より、

A · (A×B) = (A×A) ·B = 0 (9)

二番目の等式では (3)を用いた。
問題

A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C (10)

A× (B ×C)は (B ×C)と直交するからBとC の張る平面内にある。よって

A× (B ×C) = αB + βC

とおく。Aとも直交するから、
αA ·B + βA ·C = 0

より、
α = γA ·C β = −γA ·B

とおける。これを用いて
A× (B ×C) = γ ((A ·C)B − (A ·B)C)

と書く。両辺はA,B,C それぞれの成分について線形であるので、γ はA,B,C の成分によらない定数であ
る。ここでA = x̂,B = ŷ,C = ẑとおき (A = ex,B = ey,C = ez)、両辺を比較すると γ = 1となり、与式が
示される。
問題

|A×B| = AB| sin θ| (11)

ただしA = |A|, B = |B|, θはAとBのなす角度。
解答

(A×B)2 = A2B2 sin2 θ (12)

を示す。

左辺 = (A×B) · (A×B) = A · (B × (A×B))

= A · (B2A− (A ·B)B)

= A2B2 − (A ·B)2

= A2B2 −A2B2 cos2 θ

= A2B2 sin2 θ (13)


