
量子物性特論B　演習問題（担当：加藤雄介） 2012.07.04

Notationの詳細は講義ノート参照のこと。問題 III-1 から III-10においては h̄ = 1としている。

問題 I－ 1「第二量子化　基礎ベクトルの規格直交性」

⟨y1, y2, · · · , yM |x1, x2, · · · , xN ⟩ = δM,N

N !

∑
P

ζP δ(y1, xp(1))δ(y2, xp(2)) · · · δ(yN , xp(N)) (1)

を示せ。

問題 I－ 2「第二量子化　場の演算子の |Ψν⟩への作用」

ψ̂(x1)|Ψν⟩ =
√
N

∫
dy2 · · ·

∫
dyNΨν(x1, y2, · · · yN )|y2, · · · , yN ⟩ (2)

を示せ。

問題 I－ 3「第二量子化　場の演算子を用いた二粒子演算子の表式」

Ô(2) ≡
∑
j<k

ô
(2)
jk ↔ 1

2

∫
dx1

∫
dx2ψ̂

†(x1)ψ̂
†(x2)ô

(2)(x1, x2)ψ̂(x1)ψ̂(x2) (3)

を示せ。

問題 I－ 4「第二量子化　BCS波動関数の第一量子化表示」xi = (ri, σi), i = 1 ∼ N (N even)に対して

Ψ(x1, · · · , xN ) = A [φ(x1, x2)φ(x3, x4) · · ·φ(xN−1, xN )]

≡ 1

N !

∑
P∈SN

(−1)Pφ(xp(1), xp(2)) · · ·φ(xp(N−1), xp(N)) (4)

はフェルミオンが対凝縮した状態を表す (いわゆる BCS波動関数)。対波動関数 φに対して、並進対称
性とスピン一重項、それから従う偶パリティーの条件を課し

φ(x, x′) = G(r − r′)
α(σ)β(σ′)− β(σ)α(σ′)√

2
, G(r) = G(−r) (5)

とおく。

1. (4)が

Ψ(x1, · · · , xN ) =
√
2
N/2

A [G(r1 − r2)α(σ1)β(σ2) · · ·G(rN−1 − rN )α(σN−1)β(σN )] (6)

を示せ。

2. 波動関数

A
[
exp(ik1 · r1)α(σ1) exp(−ik1 · r2)β(σ2) · · · exp(ikN/2 · rN−1)α(σN−1) exp(−ikN/2 · rN )β(σN )

]
(7)

に対応する状態ベクトルが

Cb̂†k1
b̂†k2

· · · b̂†kN/2
|0⟩, b̂†k ≡ â†k,↑â

†
−k,↓ (8)

で与えられることを示し、体積 Ωの空間で周期的境界条件を課すことで規格化定数 C を求めよ。



3. G(r) =
∑
k gke

ik·r として、(6)の状態ベクトルを gk, b̂
†
k, |0⟩を用いて表せ。

問題 I－ 5「自由フェルミオンに対するBloch de Dominicisの定理」偶数N に対して

⟨Â1Â2 · · · ÂN ⟩0 =
N∑

m=2

(−1)m⟨Â1Âm⟩0⟨Â2 · · · Âm−1Âm+1 · · · ÂN ⟩0 (9)

を示せ。

問題 II－ 1「双極子磁場によるゼーマンエネルギーのフーリエ変換」

Ĥz(R) = −
∑
j

µej · ∇j ×
(
µN × rj −R

|rj −R|3

)
(10)

に対して ∫
dReiq·RĤz(R) = −4πM⊥(−q) · µN (11)

を示せ。

問題 III-１「運動方程式の方法；自由電子系」乱雑位相近似は、さまざまな形で定式化されている。講義以外
の方法のひとつをここでは取り上げる。自由電子系を例に下準備をする。全系のハミルトニアンが（シュ
レ―ディンガー表示で）

Ĥtot = Ĥ0 + Ĥex(t),

Ĥ0 =
∑
k

∑
σ=↑,↓

k2

2m︸︷︷︸
≡εk

â†kσ
âkσ,

Ĥex(t) = lim
δ→+0

∫
dq

(2π)3

(
v(q)ρ̂†qρex(q, ω) exp(−iωt) + c. c.

)
exp(δt)

で与えられるとする。ここで、

v(q) =
4πe2

q2
, ρ̂q =

∑
kσ

ρ̂kqσ, ρ̂kqσ = â†kσ
âk + qσ

であるものとする。このとき、ハイゼンベルグの運動方程式

i
∂ρ̂kqσ(t)

∂t
=
[
ρ̂kqσ(t), Ĥtot

]
(12)

を外場について一次までの精度で解き、

⟨ρ̂kqσ(t)⟩ = ρ(k, q, σ, ω) exp(−iωt+ δt) + c.c.

ρ(q, ω) =
∑
kσ

ρ(k, q, σ, ω) =
v(q)ρex(q, ω)

Ω
2
∑
k

fk − fk + q

ω + εk − εk + q + iδ︸ ︷︷ ︸
≡QR

0 (q,ω)

のように与えられることを示せ。



問題 III-2「運動方程式の方法；電子ガス（クーロン相互作用をする電子系）」

Ĥtot = Ĥ0 + Ĥint + Ĥex(t)

Ĥint =
1

2

∫
dq

(2π)3
4πe2

q2
ρ̂q ρ̂−q

でハミルトニアンが与えられるとき、

1. ハイゼンベルグの運動方程式 (12)の右辺に現れる [ρ̂kqσ, Ĥint]は

1

Ω

∑
k′

v(k′)

2

(
ρ̂k′

(
â†kσ

âk+q−k′
,σ
− â†

k+k′
,σ
âk+q,σ

)
+

(
â†k,σ

âk+q−k′
,σ
− â†

k+k′
,σ
âk+q,σ

)
ρ̂k′

)
(13)

で与えられることを示せ。

2. (13)は ρ̂k′ を含んでいる。このうち、ρ̂q だけが励起されるとして、

⟨ρ̂k′(â†kσ
âk+q−k′

,σ
− â†

k+k′
,σ
âk+q,σ)⟩ ∼ ⟨ρ̂k′⟩⟨(â†kσ

âk+q−k′
,σ
− â†

k+k′
,σ
âk+q,σ)⟩

と近似して、運動方程式を解くと、

ρ(q, ω)

ρex(q, ω)
=

v(q)QR
0 (q, ω)/Ω

1− v(q)QR
0 (q, ω)/Ω

となることを示せ。またこの近似の下での誘電関数は

ϵRPA(q, ω) = 1− v(q)QR
0 (q, ω)

Ω

で与えられることを示せ。

問題 III-3「スペクトル関数のモーメント」空間反転対称性がある系において、スペクトル関数

I(q, ω) = (1− e−βω)
∑
n,m

e−βEm

Z
⟨m|ρ̂q|n⟩⟨n|ρ̂−q|m⟩δ(ω − En + Em)

の偶数次のモーメントはゼロであること∫
dωωlI(q, ω) = 0, l; even (14)

を示せ。

問題 III-4「総和則」

Ĥ =
∑
k

∑
σ=↑,↓

k2

2m
â†kσ

âkσ︸ ︷︷ ︸
≡Ĥ0

+
1

2

∫
dq

(2π)3
4πe2

q2
ρ̂q ρ̂−q

として
⟨
[
ρ̂−q,

[
Ĥ, ρ̂q

]]
⟩ = ⟨

[
ρ̂−q,

[
Ĥ0, ρ̂q

]]
⟩ = Nq2/m

(N は全粒子数)を用いて総和則 ∫
dωωI(q, ω) = Nq2/m (15)

を示せ。



問題 III-5「厳密なプラズマ周波数」(14), (15) を用いて,誘電関数を

ϵ(q, ω) =

(
1 +

4πe2

q2Ω
QR(q, ω)

)−1

(16)

ω−1で展開すると

ϵ(q, ω) ∼ 1−
ω2
p

ω2
+O(ω−4), ω2

p = 4πe2(N/Ω)/m (17)

となることを示せ。(17)は、乱雑位相近似によらず、高周波で厳密に成り立つ結果であることがわかる。

問題 III－ 6「自由フェルミオン系の密度揺らぎ」相互作用のないフェルミオン系において時間に依存する外
場 U(r, t)によって誘起される粒子数密度の揺らぎについて考える。外場の下でのハミルトニアンが

Ĥ =
∑
k

∑
σ=↑,↓

k2

2m
â†kσ

âkσ︸ ︷︷ ︸
≡Ĥ0

+

∫
drρ̂(r)U(r, t) = Ĥ0 +

∫
dq

(2π)3
ρ̂−qUq(t) (18)

で与えられるとする。ρ̂(r)は粒子数密度演算子で、そのフーリエ変換

ρ̂q =

∫
dr exp(−iq · r)ρ̂(r) (19)

は、フェルミオンの生成消滅演算子 â†kσ
, âkσ を用いて

ρ̂q =
∑
k,σ

â†kσ
âk + qσ (20)

と表される。(18)の最右辺の式は (19), (20)と

Uq(t) =

∫
dr exp(−iq · r)U(r, t)

を用いて導いた。外場ポテンシャルの時間依存性が

Uq(t) = U(q, ω) exp(−iωt) (21)

で表されるとき、線形応答の範囲では ρ̂q の時刻 tにおける期待値 ⟨ρ̂q⟩の t依存性は exp(−iωt)である
ので、

⟨ρ̂q⟩ = ρ(q, ω) exp(−iωt) (22)

とおく。線形応答理論を用いて
ρ(q, ω)

U(q, ω)
= QR

0 (q, ω)/Ω (23)

を導け。ただし Ωは体積を表す。QR
0 (q, ω)は次の表式で定義される自由フェルミ粒子に対する遅延グ

リーン関数

QR
0 (q, ω) = −i

∫ ∞

0
dt exp((iω − δ)t)⟨[ρ̂q(t), ρ̂−q]⟩0 (24)

であり、⟨ ⟩0は exp(−βĤ0)/Z0、Z0 = Tr exp(−βĤ0)を重みとした熱平均であるとする。



問題 III－ 7「絶対零度低次元自由電子系の密度揺らぎ」2次元自由電子系において、ImQR
0 (q, ω) ̸= 0となる

(|q|, ω)は 3次元のそれと一致することを示せ。また 1次元自由電子系において ImQR
0 (q, ω) ̸= 0となる

(|q|, ω)を求め、図示せよ。いずれも絶対温度 T = 0で考えるものとする。

コメント：ここで得られる (|q|, ω)の領域は、粒子空孔対励起状態である。一次元の結果は、密度揺らぎ
の低エネルギー励起状態が、

ε = ±vF|q|, ±vF|q − 2kF|, q ∼ 0,

の線形分散を持つボース系の単一励起、または多重励起状態で表わされることを示唆している。その結
果は短距離相互作用が存在する場合でも変わらない。短距離相互作用が存在する一次元フェルミ粒子系
の低エネルギー状態を線形分散を持つ自由ボース系として記述する非摂動論的手法のことをボソン化の
方法という。

問題 III－ 8「絶対零度一次元ブロッホ電子系の密度揺らぎ」

QR
0 (q, ω) = 2

∑
k

fk − fk + q

ω + εk − εk + q + iδ
(25)

において、k, qを一次元結晶運動量とみなし、εkを |k| < π/a　 (aは格子定数)に対して定義されたブ
ロッホ状態の分散関係を表すとすると、(25)は一次元ブロッホ電子系の密度揺らぎを表す遅延グリーン
関数となる。以下では

ε(k) = −ε0 cos(ka), ε0 > 0

とし (one-dimensional tight-binding model)、絶対零度で、フェルミ分布関数が

fk,σ = θ

(
π

2a
− |k|

)
で与えられるとき、ImQR

0 (q, ω) ̸= 0となる (|q|, ω)を求め、図示せよ。

コメント：ここで求めた (q, ω)の領域は、ブロッホ電子系の密度揺らぎの励起状態が存在する (q, ω)を
表す。spin1/2の一次元量子スピン系のうちXY模型と呼ばれる模型（ハイゼンベルグのスピン模型でｚ
成分間の交換相互作用がないもの）は一次元ブロッホ電子系にマップすることができ、ImQR

0 (q, ω)は一
次元XY模型における中性子散乱強度に対応する動的構造因子 S(q, ω)である。上で求めた結果は、XY

模型における磁気励起が存在する (q, ω)を求めたことにほかならない。その結果は、一次元ハイゼンベ
ルグスピン模型に対応すると考えられている磁性体の中性子散乱の実験結果と（大まかな性質について
は）一致している。なお一次元ハイゼンベルグスピン模型の動的構造因子の計算はベーテ仮説法という
手法を用いて厳密解が求められている。

問題 III－ 9「短距離相互作用系のRPA」フェルミオン系において 2体相互作用 v(r− r′)が短距離型である
場合、すなわち 2体相互作用のフーリエ変換の ṽ(q)

ṽ(q) =

∫
drv(r) exp(−iq · r)

において ṽ(q → 0)が有限である場合に、時間に依存する外場 U(r, t)によって誘起される粒子数密度の
揺らぎについて考える。この場合のハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0 +
1

2Ω

∑
q
ṽ(q)

∑
k,k′

,σ,σ′

â†k+q,σâ
†
k′−q,σ′ âk′

σ′ âk,σ +

∫
drρ̂(r)U(r, t) (26)



= Ĥ0 −
Nṽ(0)

2Ω
+

1

2

∫
dq

(2π)3
ṽ(q)ρ̂q ρ̂−q +

∫
dq

(2π)3
ρ̂−qUq(t) (27)

で与えられる（N は全粒子数）。乱雑位相近似

ρ̂q ρ̂−q → ρ̂q⟨ρ̂−q⟩+ ⟨ρ̂q⟩ρ̂−q + c-number

の下、(21), (22)を用いると (27)は、

Ĥ = Ĥ0 +

∫
dq

(2π)3
ρ̂−q(U(q, ω) + ṽ(q)ρ(q, ω)) exp(−iωt) + c-number (28)

と置き換えられる。このとき線形応答の範囲で

ρ(q, ω)

U(q, ω)
=

QR
0 (q, ω)/Ω

1− ṽ(q)QR
0 (q, ω)/Ω

で与えられることを示せ。

問題 III－ 10「短距離相互作用系の集団励起」前問で扱った系において T = 0, ω > 0のとき、

1− v(q)QR
0 (q, ω)/Ω = 0

を満たす (q, ω)は粒子・空孔対励起の状態か集団励起状態のいずれかの分散関係を与える。

q̃ = q/kF, ω̃ = ωm/k2F

を用いてQR
0 (q, ω)/Ωが

ReQR
0 (q, ω)/Ω =

mkF
2π2

−1 +
1

2q̃

[
1−

(
ω̃

q̃
− q̃

2

)2
]
ln

∣∣∣∣∣∣
1 + ( ω̃q̃ − q̃

2)

1− ( ω̃q̃ − q̃
2)

∣∣∣∣∣∣− 1

2q̃

[
1−

(
ω̃

q̃
+
q̃

2

)2
]
ln

∣∣∣∣∣∣
1 + ( ω̃q̃ + q̃

2)

1− ( ω̃q̃ + q̃
2)

∣∣∣∣∣∣


(29)

ImQR
0 (q, ω)/Ω =

 −mkF
4πq̃

[
1−

(
ω̃
q̃ − q̃

2

)2]
, |q̃2/2− q̃| ≤ ω̃ ≤ q̃2/2 + q̃

−mkFω̃
2πq̃ 0 ≤ ω̃ ≤ q̃ − q̃2/2

(30)

で与えられることを用いて、q ≪ kFにおける集団励起状態の分散関係を ω = cqとおいたとき、cを求
めよ。
ヒント
QR

0 (q, ω)の長波長極限 q → 0は、近づき方 (ω/qの比の取り方）に依存し、以下のように振舞う：

ReQR
0 (q, ω)/Ω ∼


k3F

3π2m
q2

ω2 , ω fixed, q → 0
mkF
π2

(
−1 + s

2 ln
∣∣∣1+s
1−s

∣∣∣) , s = mω/(kFq) fixed, q → 0
(31)

ImQR
0 (q, ω)/Ω ∼


0 , ω fixed, q → 0

0 , s fixed to be a value larger than 1, q → 0

−mkFs/(2π) , s fixed to be a value smaller than 1, q → 0

(32)


